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LA TRANSITION VERS L’INSTABILITÉ POUR LES ONDES
DE CHOC MULTI-DIMENSIONNELLES

DENIS SERRE

Abstract. We consider multi-dimensional shock waves. We study their sta-
bility in Hadamard’s sense, following Erpenbeck and Majda’s strategy. When
the unperturbed shock is close to a Lax shock which is already 1-d unstable,
we show, under a generic hypothesis, that it cannot be strongly stable. We
also characterize strong instability in terms of a sign of an explicit quadratic
form. In most cases, the instability under 1-d perturbations, which occurs for
exceptional shock waves, characterizes a transition between weak stability and
strong instability in the multi-dimensional setting.

Résumé. Nous considérons la stabilité des ondes de choc multi-dimensionnelles,
en suivant la stratégie d’Erpenbeck et Majda. Lorsque le choc non per-
turbé est proche d’un choc de Lax longitudinalement instable, nous montrons,
moyennant une hypothèse générique, que des ondes de surface sont présentes,
empêchant ainsi la stabilité forte. Nous donnons aussi un critère d’instabilité
forte en termes de signe d’une certaine forme quadratique. L’instabilité 1-d
d’un choc est en général facile à établir, car elle revêt un caractère exception-
nel. Elle apparâıt comme une transition entre la stabilité faible et l’instabilité
dans le contexte multi-d.

1. Introduction

Considérons un système de lois de conservation en d (d ≥ 2) variables d’espace

∂tu+
d∑

α=1

∂αf
α(u) = 0,(1.1)

où l’inconnue u(x, t) est à valeurs dans un ouvert convexe U de Rn. Notons
Aα(u) = dfα(u) la différentielle de fα. Etant donné ξ ∈ Rd, on note aussi
A(u; ξ) =

∑
α ξαA

α(u) et f(u; ξ) =
∑
α ξαf

α(u). On suppose que ce système
est strictement hyperbolique: les matrices A(u; ξ) sont diagonalisables sur R, les
valeurs propres étant de multiplicités indépendantes de (u, ξ), lorsque ξ 6= 0.

Nous nous donnons une onde de choc dans la direction du dernier axe de coor-
données. Ce choc non perturbé est

U(x, t) =
{
ul, xd < σt,
ur, xd > σt,
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où σ ∈ R est la vitesse du choc et ul,r ∈ U sont les deux états de part et d’autre du
choc. Le but de cet article est l’étude de la stabilité multi-dimensionnelle des chocs
voisins du choc non perturbé, lorsque celui-ci est instable dans la seule direction ~ed.

Nous rappelons à la première section la méthode d’Erpenbeck et Majda [6,
22] pour l’étude de la stabilité multi-dimensionnelle du choc, stabilité au sens
d’Hadamard. En résumé, pour un choc de Lax (nous discutons à la fin de cette
introduction le cas des autres types de choc), on peut construire une fonction
D : Rd−1 × H → C, où H est le demi-plan fermé dans C, défini par <τ ≥ 0.
La fonction continue (η, τ) 7→ D(η, τ) est positivement homogène de degré un, an-
alytique par rapport à η et holomorphe par rapport à τ lorsque <τ > 0. Le choc
est linéairement instable si et seulement si D s’annule pour un couple (η, τ) avec
<τ > 0. L’instabilité est associée à des modes exp(τt+ iη ·y) du problème linéarisé.
Comme D(ρη, ρτ) = 0 pour tout ρ > 0, le taux de croissance ρ<τ n’est pas borné:
l’instabilité est donc du type d’Hadamard. En revanche, lorsque D ne s’annule pas
dans Rd−1 ×H , on dit que le choc est fortement (ou uniformément) stable. Enfin,
dans le cas intermédiaire où D s’annule seulement au bord, on parle de stabilité
faible. Un exemple typique de stabilité faible est celui de l’élasticité linéaire dans
un demi-plan (où le bord du domaine joue le même rôle que le front d’un choc),
en raison de la propagation des ondes de Rayleigh le long du bord. Il existe aussi
des situations moins favorables, où les modes correspondant aux zéros de D sur
Rd−1 × iR ne sont pas d’énergie finie.

Dans le développement en série au voisinage de l’origine (dont on prouve ci-
dessous l’existence)

1
i
D(ξ, i) =

1
τ
D(−iτξ, τ) = D0 +D1(ξ) +D2(ξ) + · · · ,

les expressions Dj sont des polynômes homogènes de degré j à coefficients réels. En
particulier, D0 est une constante, D1 une forme linéaire et D2 une forme quadra-
tique sur Rd−1.

Lorsque D0 est nul, on a D(0, 1) = 0, ce qui signifie que le choc est instable sous
des perturbations longitudinales. Autrement dit, il est instable pour le système
réduit à une seule variable spatiale

∂u

∂t
+

∂

∂xd
fd(u) = 0.(1.2)

Pour un p-choc de Lax, cette situation a lieu lorsque

∆ := det(R1(ul), . . . , Rp−1(ul), ur − ul, Rp+1(ur), . . . , Rn(ur)) = 0,(1.3)

où les Rj(u) sont les vecteurs propres de Ad(u), correspondant aux ondes qui sortent
du choc.

Comme les paires (ul, ur) qui satisfont la condition de Rankine-Hugoniot ne sont
généralement pas isolées, on peut envisager le cas où, l’un des états ul étant fixé,
l’ensemble Hp(ul) des états ur pour lesquels (ul, ur) est un p-choc de Lax, contient
un point V en lequel (1.3) a lieu. Il y a alors principalement deux possibilités.
Ou bien tous les points de Hp(ul) proches de V satisfont (1.3), ou bien D0 change
de signe en V le long de Hp(ul). Nous considérons ici le second cas et étudions
la stabilité des chocs pour lesquels ur est voisin de V . Bien entendu, nous ne
cherchons, parmi les racines de D(·, 1), que celles qui sont proches de l’origine et
qui sont de la forme ρη, où ρ ∈ C et le vecteur η est réel. Une étude complète



ONDES DE CHOC MULTI-D 5073

de toutes les racines de D(·, ·) nécessite en plus la connaissance de toutes celles
associées au choc (ul, V ).

Nos résultats, qui concernent donc les chocs (ul, ur) où ur ∈ Hp(ul) est voisin
de V , sont de deux sortes. Premièrement, si la forme linéaire D1 n’est pas nulle,
D(ξ, 1) s’annule pour un vecteur imaginaire pur; ce qui signifie que D admet une
racine (η, τ) avec η réel et τ ∈ iR. Le mode correspondant est une onde de surface,
au mieux d’énergie finie. Même si le choc est stable, il ne peut pas l’être fortement,
au sens de Majda. Notre second énoncé dit que, s’il existe un vecteur réel η du
noyau de D1, pour lequel D2(η) 6= 0, alors les chocs entre ul et ur, avec ur voisin
de V et D0D2(η) < 0 sont fortement instables (le nombre D0 étant calculé pour le
choc entre ul et ur, il n’est pas nul si ur 6= V ). Autrement dit, le problème linéarisé
est instable au sens d’Hadamard. Comme D0 change de signe en V , on voit que,
si D2 n’est pas nulle sur kerD1 en V , alors au moins une branche de Hp(ul) \ {V }
est constituée de points ur pour lesquels le choc ul 7→ ur est instable.

Les applications sont de deux sortes. Tout d’abord, en l’absence de symétrie, D1

est génériquement non nulle. Il y a donc des ondes de surface dès la dimension deux.
Dans une situation réaliste (d = 3), kerD1 est une droite, sur laquelle la restriction
de D2 est de signe constant, généralement non nulle. En dimension plus grande, si
la restriction de D2 à kerD1 prend des valeurs positives et négatives, alors tous les
chocs (ul, ur) sont instables, pour ur proche de V . C’est le cas générique si n = 2
et d ≥ 4, car alors D2 est un produit de deux formes linéaires, donc est (en général)
de la forme X2 − Y 2.

L’autre situation standard est celle d’un système dont le groupe d’invariance
contient le groupe orthogonal Od(R). On peut construire la fonction D de sorte que
D(ξ, i) soit également invariant sous l’action de Od−1(R), c’est-à-dire ne dépende
que de la norme euclidienne ‖ξ‖. Dans ce cas, D1 est nulle et V est un point de
transition sur H(ul) entre les états ur associés à un choc faiblement stable et ceux
associés à un choc instable, dès que d ≥ 2. Cette situation se rencontre par exemple
en mécanique des fluides (Majda [23], page 150, ou [22], page 44), bien qu’elle n’ait
pas été expliquée auparavant.

L’analyse présentée ici est également applicable au problème mixte pour les
systèmes hyperboliques linéaires et non linéaires. En général (c’est-à-dire sauf le
cas d = 2 sans symétrie), la situation d’instabilité longitudinale se présente comme
une transition de la stabilité faible vers l’instabilité. Un exemple qui illustre bien
les deux cas décrits ci-dessus est celui de l’équation des ondes dans un demi-espace

utt = c2∆u, xd > 0.

Dans un premier temps, nous considérons la condition aux limites ∂u/∂ν = γ∂u/∂t,
où ∂/∂ν = −∂/∂xd est la dérivée normale. Le paramètre critique, pour lequel
l’instabilité longitudinale a lieu, est γ = 1/c. Comme l’EDP ainsi que la condition
aux limites sont invariantes sous l’action de Od−1(R) (qui aĝıt sur les variables
transversales), nous sommes dans le second cas: 1/c sépare les cas instables (pour
γ > 1/c) des cas faiblement stables (pour γ ∈ [0, 1/c[). Dans un deuxième temps, la
condition aux limites tient compte des variables transversales (voir l’exercice 14.1
dans [24]):

∂u

∂ν
= γ

∂u

∂t
+ λ · ∇yu, λ 6= 0.
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Ce problème n’a plus l’invariance par rotation en y et on se trouve dans le cas
“générique” :

Cas d = 2: pour γ proche du paramètre critique 1/c, le problème mixte est
faiblement bien posé et admet des ondes de surfaces; ce problème ne de-
venant mal posé que pour des valeurs encore plus grandes de γ, à savoir
γ > c−1

√
1 + λ2.

Cas d = 3: 1/c sépare les problèmes mixtes faiblement bien posés (pour γ ∈
[0, 1/c[), des problèmes mal posés (pour γ ≥ 1/c).

Extension aux autres types de choc. H. Freistühler [9, 10] a adapté la procédure
d’Erpenbeck et Majda pour les chocs sous-compressifs et S. Benzoni [2, 3] a traité
le cas des transitions de phase pour un fluide de Van der Waals. Dans ce cas,
la condition de Rankine-Hugoniot est complétée par une ou plusieurs relation(s)
algébrique(s), en nombre l + 1 − n, où l est le nombre des ondes qui sortent du
choc (l ≥ n). Dans la relation (1.3), le déterminant est de taille (l + 1) × (l + 1)
(au lieu de n × n pour un choc de Lax); il y a l vecteurs propres Rj(ur,l) ainsi
que le saut [u] sur les n premières lignes, tandis que les l + 1 − n dernières lignes
sont obtenues par linéarisation des conditions de transmission supplémentaires. La
situation est légèrement différente de celle des paragraphes suivants, parce que V
est en général isolé dans l’ensemble H(ul). Pour considérer des chocs perturbés,
on doit donc autoriser des variations de l’état ul. On considérera donc une courbe
paramétrée s 7→ (ul, ur;σ), qui satisfait toutes les conditions de transmission, et le
long de laquelle D(0; 1) s’annule en changeant de signe. Bien entendu, on aurait
pû faire ce choix même pour un choc de Lax.

Une autre extension possible concerne les chocs super-compressifs. Cela peut
surprendre a priori, car le nombre trop faible des ondes sortant du choc empêche
de mener une analyse similaire à celle d’Erpenbeck et Majda. Cependant, le travail
récent de Zumbrun et Serre [26] a montré d’une part que le determinant de Lopatin-
ski (lorsqu’il peut être défini) décrit la limite, pour les grandes longueurs d’onde,
de la fonction d’Evans d’un profil de viscosité, et d’autre part que cette limite peut
être calculée pour tous les types de chocs non-caractéristiques, y compris les chocs
super-compressifs. Par ce biais, on peut donc aussi définir D et ∆ = D(0, 1) dans ce
cas. Cependant, l’analyse qui suit ne permet plus de conclure à l’instabilité multi-
dimensionelle du choc (non visqueux), puisque D n’a plus le sens donné par Majda
ou Freistühler. Voici la conclusion qu’on peut tirer: Un choc super-compressif où ∆
s’annule en changeant de signe constitue une transition vers des chocs pour lesquels
D a des racines (η, τ) avec <τ > 0 (si d = 3, ou si d = 2 avec symétrie). D’après le
théorème 7.6 de [26], les profils de ces chocs sont instables.

Remarque. Pour les chocs sous- ou super-compressifs, la fonction D ne peut pas
être calculée seulement au moyen du flux f . Dans le premier cas, elle tient compte
du choix des conditions de transmission supplémentaires. Dans le second, la famille
des profils de viscosité joue un rôle essentiel, et celle-ci dépend du choix du tenseur
de viscosité.

La condition (1.3) dans l’étude de l’instabilité. La condition (1.3) est d’abord ap-
parue dans l’analyse par Bethe [4] du “wave-splitting”. Cette idée a été ensuite
formalisée par Jeffrey et Taniuti [17] comme un principe d’évolution: si

det(R1(ul), . . . , Rp−1(ul), ur − ul, Rp+1(ur), . . . , Rn(ur)) 6= 0,(1.4)
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alors le problème mono-dimensionnel de la propagation de l’onde de choc s’écrit
comme un problème d’évolution. Majda [22, 23] montre en fait que c’est une con-
dition nécessaire et suffisante de stabilité non-linéaire, toujours si d = 1. Cette con-
dition est appelée stabilité linéaire, et notée (LS), par H. Freistühler dans plusieurs
articles. Voir par exemple [8].

Pour les chocs visqueux, T.-P. Liu [20] montre que (1.4) est nécessaire pour qu’un
profil soit asymptotiquement stable, avec un partage de la masse de la perturbation
initiale, entre les modes sortants (ondes de diffusion linéaires et/ou non-linéaires) et
une translation du profil, ce qui constitue une variante de “wave-splitting analysis”.
Cette condition est toujours satisfaite pour des chocs de faible amplitude et c’est
sous cette hypothèse que Liu et ses successeurs obtiennent des résultats de stabilité
non-linéaire.

Plus récemment, Gardner et Zumbrun [15] découvrent que le signe de ∆ est
essentiel: lorsque le déterminant est du “mauvais” signe, l’opérateur linéarisé autour
d’un profil admet une valeur propre réelle strictement positive. Bien qu’il ne s’agisse
pas d’une instabilité d’Hadamard, le taux de croissance des perturbations est de
l’ordre de l’inverse du paramêtre de viscosité, c’est-à-dire de l’inverse de l’épaisseur
de la zone du choc. Ce résultat est compatible avec celui de Liu parce que ∆ a le
“bon” signe pour un choc de faible amplitude. Puis Freistühler et Zumbrun [12]
produisent, en utilisant un argument de conservation de la masse, des exemples de
chocs satisfaisant (1.3) et qui sont à la frontière entre la stabilité et l’instabilité
(non-linéaire) des profils de viscosité. Ils confirment ainsi l’analyse de [15].

Tous les travaux cités ci-dessus ne concernent que des situations mono-dimen-
sionnelles1. En revanche, Zumbrun et Serre [26], étudiant la limite, pour les grandes
longueurs d’ondes, du problème visqueux linéarisé, montrent que l’instabilité (d’Ha-
damard) du choc non visqueux entraine l’instabilité (asymptotique) du profil, et
ceci quelquesoit le type de perturbation physiquement raisonnable. A la lumière du
théorème 3.2 ci-dessous, on voit qu’à nouveau, le (mauvais) signe du déterminant
implique l’instabilité d’un profil, typiquement multi-d cette fois (d = 3, ou d = 2
avec symétrie). A première vue, ce résultat n’apporte rien à l’étude de Gardner et
Zumbrun, pourtant il en diffère sensiblement. Le “mauvais” signe mis en évidence
ici est purement dû au système hyperbolique. Il ne dépend pas du choix d’une per-
turbation éventuelle, alors que c’est le cas dans l’analyse de [15]. On peut donc en-
visager des situations où les profils de viscosité des chocs ul 7→ ur, avec ur voisin de
V , soient longitudinalement instables lorsque ur appartient à l’une des branches de
Hp(ul)\{V }, et transversalement instables lorsque ur appartient à l’autre branche.
Dans ce cas, la condition (1.3) apparâıt non comme une transition entre stabilité
faible et instabilité mais comme transition entre deux types d’instabilité.

Note added in proofs: Transitions of different nature have been recently studied
by F. Rousset, S. Benzoni, K. Zumbrun and the author (submitted preprint). They
give a complete picture of the hyperbolic IBVP.

Remerciements. L’auteur remercie sincèrement S. Benzoni, H. Freistühler et K.
Zumbrun pour l’intérêt qu’ils ont manifesté pour ce travail.

1Majda étudie des problèmes multi-d, mais le déterminant (1.4) ne joue de rôle qu’en une
variable d’espace.
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2. Le déterminant de Lopatinski

2.1. La procédure d’Erpenbeck et Majda. Nous suivons ici le mémoire de
Majda [22]. Notant u la solution de (1.1), déterminée par une condition ini-
tiale proche de U (pour autant que la solution non perturbée U soit stable), on
écrit l’équation du front perturbé sous la forme xd = X(y, t), en notant y =
(x1, . . . , xd−1) l’ensemble des variables transversales. La fonction X est une incon-
nue du problème de Cauchy, qui est a priori proche de σt, tandis que u est proche
de U . On fait le changement de variables (x, t) 7→ (y, z, t), avec z := xd −X(y, t),
qui redresse le front. Définissant le champ v par

v(y, z, t) = u(x, t),

c’est-à-dire

u(x, t) = v(y, xd −X(y, t), t),

on obtient le système suivant, dans le domaine z 6= 0:

∂tv − (∂tX)∂zv +
d−1∑
α=1

{∂αfα(v)− (∂αX)∂zfα(v)} + ∂zf
d(v) = 0.(2.1)

Par ailleurs la condition de Rankine-Hugoniot s’écrit

[v]∂tX +
d−1∑
α=1

∂αX [fα(v)]− [fd(v)] = 0,(2.2)

où on a noté [g(v)](y, t) = g(v(y, 0+, t)) − g(v(y, 0−, t)) le saut d’une expression
quelconque de v à travers le front. Il est clair que (v,X) est une solution régulière
de (2.1) (pour z 6= 0) et (2.2), si et seulement si u est une solution régulière par
morceaux de (1.1), avec un seul front de choc.

Une solution particulière du problème redressé (2.1), (2.2) est donnée par X̂ = σt,
v̂ = ul pour z < 0 et v̂ = ur pour z > 0. Nous examinons donc la stabilité linéarisée
de celle-ci, au sens de Kreiss [18]. Le linéarisé du problème (2.1), (2.2) en (v̂, X̂)
est

∂tV +
d−1∑
α=1

Aα(v̂)∂αV + (Ad(v̂)− σ)∂zV = 0,(2.3)

∂tY [v̂] +
d−1∑
α=1

∂αY [fα(v̂)] + [(σ −Ad(v̂))V ] = 0.(2.4)

On a noté [v̂] = ur − ul, etc. L’inconnue de ce problème est le couple

(V (y, z, t), Y (y, t)), z 6= 0.

Comme les coefficients de ce système sont indépendants de y, nous passons en
variable de Fourier (notée η ∈ Rd−1) pour y. Par ailleurs, la stabilité linéarisée est
examinée en cherchant les éventuels modes instables, ce qui conduit à utiliser une
variable de Laplace τ (avec <τ > 0) pour le temps. On cherche donc les modes de
la forme

V (y, z, t) = eiη·y+τtW (z), Y (y, t) = eiη·y+τtµ,
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où µ ∈ C et W est une fonction bornée. On se ramène donc au système différentiel

(τ + iA(v̂; η))W + (Ad(v̂)− σ)
dW

dz
= 0, (z 6= 0),(2.5)

µ(τ [v̂] + i[f(v̂; η)]) + [(σ −Ad(v̂))W ] = 0.(2.6)

Le système différentiel ordinaire (2.5) se découple en deux systèmes à coeffi-
cients constants, indépendants l’un de l’autre: un pour z > 0, l’autre pour z < 0.
Supposant que le système (1.1) est hyperbolique en ul,r et que le choc n’est pas car-
actéristique (σ n’est pas valeur propre de Ad(ur,l)), on sait que les valeurs propres
des matrices

(σ −Ad(w))−1(τ + iA(w; η)), (w = ur ou ul)

ne sont pas imaginaires pures lorsque <τ > 0. Par continuité, le nombre de valeurs
propres d’une telle matrice, dont la partie réelle est d’un signe donné, est égal au
nombre des valeurs propres ayant ce signe pour la matrice σ−Ad(w) (en comptant
les multiplicités). En particulier, les solutions bornées de (2.5) décroissent expo-
nentiellement à l’infini et forment un espace vectoriel E(η, τ), dont la dimension est
constante. Cet espace vectoriel dépend holomorphiquement de τ et analytiquement
de η. Il s’écrit comme un produit E l(η, τ)×Er(η, τ), en considérant les restrictions
de W à R− et à R+. On sait aussi que chaque facteur E l,r(η, τ), de dimension
constante, admet un prolongement par continuité au domaine Rd−1 ×H privé de
l’origine (la singularité à l’origine est due au fait que (η, τ) 7→ E(η, τ) est homogène
de degré zéro).

Utilisant la bijection W |R+ 7→W (0+), on identifie Er(η, τ) au sous-espace stable
Er(η, τ) de la matrice

(σ −Ad(ur))−1(τ + iA(ur; η)).

De la même façon, E l(η, τ) est identifié au sous-espace instable El(η, τ) de la matrice

(σ −Ad(ul))−1(τ + iA(ul; η)).

Cependant, la manière dont W (0±) apparâıt dans l’équation (2.6) suggère de con-
sidérer plutôt les vecteurs

(σ −Ad(ul))W (0−), (Ad(ur)− σ)W (0+),

qui sont donc des vecteurs arbitraires de F l(η, τ), sous-espace instable de

(τ + iA(ul; η))(σ −Ad(ul))−1

et de F r(η, τ), sous-espace stable de

(τ + iA(ur; η))(σ −Ad(ur))−1

respectivement.
A partir de maintenant, nous supposons que (ul, ur;σ) est un p-choc de Lax

pour le système réduit (1.2). On a donc, avec des notations classiques

λp−1(ul) < σ < λp(ul), λp(ur) < σ < λp+1(ur).

Il s’ensuit que dimF l(η, τ) = p− 1 et dimF r(η, τ) = n− p. Bien entendu, F r,l(η, τ)
partagent les propriétés de E(η, τ) évoquées ci-dessus.
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Remarques. - L’homogénéité montre que F r,l(η, τ) converge, pour |τ | → +∞, vers
F r,l(0, 1), qu’on notera F±. Ce sont les sous-espaces stable de σ−Ad(ur) et instable
de σ − Ad(ul) respectivement. Cette remarque est essentielle car notre analyse
concerne justement les grandes valeurs de τ , plus précisément les couples (η, τ)
pour lesquels le vecteur τ−1η est petit.

- Contrairement à ce qu’on a supposé au début, il n’est pas nécessaire que le
système soit strictement hyperbolique pour toute valeur de l’état u, mais seulement
en ur et ul. Cette remarque est particulièrement utile lorsqu’on s’intéresse à des
chocs de grande amplitude, car les situations non triviales apparaissent surtout
lorsque des valeurs propres se croisent en certains points, ou même lorsqu’elles
deviennent imaginaires pour u dans un ouvert borné.

Maintenant, suivant Majda et Kreiss, nous observons que le système (2.1), (2.2)
souffre d’une instabilité d’Hadamard lorsqu’il existe un couple (η, τ) ∈ Rd−1 × C,
avec <τ > 0, et un triplet non-trivial (µ,wr , wl) ∈ C×F r(η, τ)×F l(η, τ), tel qu’on
ait

µ(τ [v̂] + i[f(v̂; η)]) = wl + wr .(2.7)

2.2. Le cas ‖η‖ << |τ |. Pour simplifier, nous faisons l’hypothèse (générique) de
stricte hyperbolicité: les valeurs propres de Ad(ur,l) sont non seulement réelles,
mais aussi simples. Nous choisissons des vecteurs propres à droite et à gauche:

Ad(ur,l)Rj(ur,l) = λj(ur,l)Rj(ur,l), Lj(ur,l)Ad(ur,l) = λj(ur,l)Lj(ur,l),

avec la convention Lj · Rj = 1.
Fixons k ≤ p − 1. En appliquant le théorème des fonctions implicites (dans sa

forme holomorphe) à l’application

(r, µ; ξ) 7→
(
(In +A(ul; ξ))(σ −Ad(ul))−1r − µr, Lk(ul) · r

)
,

on obtient une unique fonction holomorphe ξ 7→ (rk(ξ), µk(ξ)), définie dans un
voisinage de l’origine, telle que rk(ξ) soit un vecteur propre de la matrice

(In +A(ul; ξ))(σ −Ad(ul))−1,

associé à une valeur propre µk(ξ) et tel que rk(0) = Rk(ul), Lk(ul) · rk(ξ) ≡ 1.
Lorsque η ∈ Rd−1 et <τ > 0, on note rk(η, τ) le vecteur rk(iτ−1η). Ces p − 1
vecteurs engendrent le sous-espace F l(η, τ). De la même manière, on définit les
vecteurs rk(ξ) (k = p+ 1, . . . , n), pour ξ petit, vecteurs propres de la matrice

(In +A(ur; ξ))(σ −Ad(ur))−1,

associés à des valeurs propres µk(ξ) et satisfaisant rk(0) = Rk(ur), Lk(ur) · rk(ξ) ≡
1. A nouveau, les n− p vecteurs rk(η, τ) correspondant engendrent F r(η, τ). Pour
ξ assez petit, on a <µk(ξ) < 0 pour k ≤ p − 1 et <µk(ξ) > 0 pour k ≥ p + 1.
Appliquant le théorème des fonctions implicites dans sa forme réelle, on constate
que, lorsque τ ∈ iR et η ∈ Rd−1, avec ‖η‖ << |τ |, les valeurs propres µk(η, τ) sont
réelles, de même que les vecteurs propres rk(η, τ). On notera que les applications
(η, τ) 7→ (rk(η, τ), µk(η, τ)) sont homogènes de degré zéro et un, respectivement.

Nous définissons maintenant le “déterminant de Lopatinski”

D(η, τ) := det(r1(η, τ), . . . , rp−1(η, τ), τ [v̂] + i[f(v̂; η)], rp+1(η, τ), . . . , rn(η, τ)).

Remarquons que cette définition ne nécessite pas que <τ soit positive, mais seule-
ment que τ−1η soit petit.
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Lorsque τ−1η est petit, l’existence d’un triplet non-trivial satisfaisant (2.7) équiv-
aut donc à l’égalité

D(η, τ) = 0.(2.8)

C’est cette équation que nous étudions dans la suite.

2.3. Développement de Taylor. Par construction, D est homogène de degré un.
En fait

1
τ
D(η, τ) = det(r1(ξ), . . . , rp−1(ξ), [v̂] + [f(v̂; ξ)], rp+1(ξ), . . . , rn(ξ)),

où ξ := iτ−1η ∈ Cd−1. Cependant, les vecteurs ξ de Cd−1 ne sont pas tous utiles
pour la recherche de l’instabilité. Seuls ceux appartenant au produit C · Rd−1

peuvent être associés à un mode instable.
Comme le second membre de l’égalité ci-dessus est holomorphe autour de zéro,

nous faisons un développement de Taylor
1
τ
D(η, τ) = D0(ξ) +D1(ξ) +D2(ξ) + · · · , ξ := iτ−1η,

où Dj est un polynôme homogène de degré j (une j-forme). Par exemple, D0 est
une constante, valant

∆ := det(R1(ul), . . . , Rp−1(ul), ur − ul, Rp+1(ur), . . . , Rn(ur)).

Ce nombre joue un rôle important dans l’analyse de Majda car il caractérise la
stabilité mono-dimensionelle (ou longitudinale, c’est-à-dire quand d = 1) du choc.
Il apparâıt aussi dans le travail de Liu [20] sur la stabilité des profils visqueux de
chocs. Plus récemment, Freistühler et Zumbrun [12], ainsi que Gardner et Zumbrun
[15] ont montré que son signe joue un rôle dans la stabilité d’un profil.

L’observation essentielle est la suivante. A cause de l’hyperbolicité, les vecteurs
propres rk(η, τ) sont réels lorsque τ ∈ iR et η ∈ Rd−1 et |τ | � |η|. On en déduit
que la fonction δ(ξ) := τ−1D(−iτξ, τ) est à valeurs réelles lorsque ξ est réel et petit.
De sorte que les termes Dj de son développement de Taylor sont des formes réelles,
c’est-à-dire à coefficients réels. Bien entendu, toutes ces formes sont calculables
explicitement, en différenciant par rapport à ξ l’équation aux valeurs propres des
matrices

(In +A(u; ξ))(σ −Ad(u))−1.

3. Etude avec paramètre

On se donne maintenant un arc paramétré Γ, inclus dans l’ensemble de Hugoniot
de ul (ul est donc fixé une fois pour toute). On suppose que les points de Γ sont
les états à droite de p-chocs de Lax. La paramétrage s 7→ ur(s) induit donc un
paramétrage de la fonction de Lopatinski D(η, τ ; s), qui est encore définie pour ξ
assez petit.

Nous nous plaçons au voisinage d’un point V = ur(0), pour lequel le choc
(ul, ur(0)) est longitudinalement instable, c’est-à-dire instable pour le système
réduit (1.2). Autrement dit, le choc satisfait (1.3): D(0, 1; 0) = 0. Nous faisons
ensuite l’hypothèse générique que

∂D

∂s
(0, 1; 0) 6= 0.
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Utilisant la notation du paragraphe 2.3, nous pouvons réécrire cette condition sous
la forme

∂∆
∂s

∣∣∣∣
s=0

6= 0.(3.1)

Le théorème des fonctions implicites nous permet alors de choisir s := ∆, dans un
voisinage de s = 0. Ce choix respecte la convention V = ur(0). Dorénavant, le
développement de Taylor s’écrit donc

1
τ
D(η, τ ; s) = s+D1(ξ; s) +D2(ξ; s) + · · · , ξ := iτ−1η,

où les formes Dj sont des fonctions régulières de s sur ]− ε, ε[.

3.1. Ondes de surface. Nous faisons maintenant l’hypothèse générique suivante:
(H1): la forme linéaire ξ 7→ D1(ξ; 0) n’est pas identiquement nulle.
Nous choisissons alors un vecteur ξ0 ∈ Rd−1 pour lequel

D1(ξ0; 0) = 1.

Considérons l’équation D(ξ, i; s) = 0, où ξ = qξ0 avec q ∈ R, petit. Cette équation
s’écrit sous la forme g(q, s), où g est une fonction régulière sur ] − β, β[×] − ε, ε[,
qui admet le développement de Taylor

g(q, s) = s+ q +O(s2 + q2).

Le théorème des fonctions implicites assure l’existence d’une fonction régulière s 7→
q(s) ∼ −s, telle que D(q(s)ξ0, i; s) soit nul. On construit donc un mode du système
linéarisé, avec τ = i, pour tout s assez petit. Ce mode correspond à des ondes de
surfaces, qui se propagent dans la direction ξ0, à la vitesse ‖q(s)ξ0‖−1.

Théorème 3.1. Sous les hypothèses génériques (3.1) et (H1), il existe un nombre
ε > 0 tel que, pour tout s 6= 0 avec |s| < ε, l’onde de choc entre ul et ur(s) ne soit
pas uniformément stable au sens de Majda.

Si elle est stable, elle donne lieu à des ondes de surfaces dans la direction η ∈
Sd−2, de vitesse |D1(η; 0)/q(s)| ∼ |D1(η; 0)/s|, si D1(η; 0) 6= 0.

3.2. Instabilité forte. Lorsque d = 2 et D1(·; 0) 6≡ 0, on ne peut rien dire de plus
que le théorème 3.1, car les zéros de D, avec η ∈ R, s et τ−1η étant petits, satisfont
tous τ ∈ iR.

Nous considérons maintenant le cas où le noyau réel de D1

N := {ξ ∈ Rd−1;D1(ξ; 0) = 0}
est non trivial, ce qui est toujours vrai si d ≥ 3, car N est au moins un hyperplan
de Rd−1. C’est vrai aussi lorsque d = 2 si de plus D1(·; 0) ≡ 0. Nous faisons
l’hypothèse supplémentaire

(H2): il existe un vecteur ξ0 ∈ N pour lequel D2(ξ0; 0) 6= 0.
Nous désignons D2(ξ0; 0) par la lettre d2, et ∂D1/∂s(ξ0; 0) par d1. Nous cher-

chons enfin les solutions deD(ξ, i; s) = 0 sous la forme ξ = qξ0, où q ∈ C. L’équation
s’écrit h(q, s) = 0, où h est une fonction régulière sur B(0;β)×]− ε, ε[. Nous avons

h(q, s) = s+ d1sq + d2q
2 +O(|s|3 + |q|3).

Par le théorème des fonctions implicites, l’ensemble des solutions est décrit locale-
ment par un paramétrage régulier q 7→ s = S(q). Comme q est complexe et s
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est réel, nous décomposons l’équation en ses parties réelle et complexe (en notant
q = r + iθ):

hr(r, θ, s) = 0, hi(r, θ, s) = 0,

où

hr(r, θ, s) = s+ d1sr + d2(r2 − θ2) +O(|s|3 + |r|3 + |θ|3),(3.2)

hi(r, θ, s) = (d1s+ d2r)θ +O(|s|3 + |r|3 + |θ|3).(3.3)

Nous résolvons tout d’abord (3.2) au moyen du théorème des fonctions implicites;
l’ensemble de ses solutions est paramétré par (r, θ) 7→ s = S(r, θ) au voisinage de
l’origine, avec

S(r, θ) = d2(θ2 − r2) +O(|s|3 + |r|3 + |θ|3).

Bien entendu, S est une fonction régulière.
Il reste alors l’équation H = 0, où H est défini par

H(r, θ) := hi(r, θ, S(r, θ)) = d2rθ +O(|s|3 + |r|3 + |θ|3).

Comme la forme quadratique (r, θ) 7→ d2rθ n’est pas dégénérée, le lemme de Morse
assure que, au voisinage de l’origine, l’ensemble défini par l’équation H(r, θ) = 0
est la réunion de deux courbes régulières, chacune étant tangente à un axe de
coordonnées. L’une d’entre elles est paramétrée par θ 7→ r = ρ(θ), avec ρ(0) =
ρ′(0) = 0. Le long de cette courbe, on a s = S1(θ) ∼ d2θ

2.
Les triplets (r, θ, s) = (ρ(θ), θ, S(ρ(θ), θ)) ainsi obtenus fournissent des racines

(η = ξ0, τ ; s) de D, avec τ := iq̄|q|−2, pour q = r+ iθ. Le couple (η, τ) correspond à
un mode instable dès que θ > 0. Comme s et θ sont liés par une équation s = S1(θ),
on voit que des modes instables existent dès que s est du signe de d2 et petit.

Théorème 3.2. Sous les hypothèses (3.1) et (H2), il existe un nombre ε > 0 tel
que, pour tout s du même signe que D2(ξ0; 0), avec |s| < ε, l’onde de choc entre ul

et ur(s) soit instable au sens de Majda.
En particulier, si la restriction de D2(·; 0) au noyau réel de D1(·; 0) n’est pas de

signe constant (ce qui nécéssite dimN ≥ 2, c’est-à-dire d ≥ 4, ou bien d = 3 avec
D1(·; 0) ≡ 0) alors tous les chocs entre ul et ur(s) avec |s| < ε sont instables au
sens de Majda.

Remarques. - Le critère d’instabilité présenté dans ce théorème ne fait pas intervenir
la valeur de d1, mais seulement le signe de sD2(·, 0) sur le noyau de D1(·, 0).

- Lorsque le système d’origine (1.1) est invariant sous l’action du groupe or-
thogonal Od(R), on retrouve cette symétrie dans le déterminant de Lopatinski, au
moins en ce qui concerne les variables transversales: D(η, i; s) ne dépend que η ·η. Il
s’ensuit que D1 ≡ 0. Le théorème 3.2 a donc un intérêt non seulement si d = 3, mais
aussi si d = 2 lorsqu’on a une symétrie O2(R). Notons cependant que l’invariance
par rotation impose à D2(·; 0) d’être de signe constant.

3.3. Explicitation de D1. Nous allons calculer les expressions D1(·, 0) et D2(·, 0).
Nous partons de la formule

D0 +D1(ξ) +D2(ξ) + · · ·
= |r1(ξ), . . . , rp−1(ξ), [u] + [f(u; ξ)], rp+1(ξ) + . . .+ rn(ξ)|,
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où on a noté entre barres le déterminant. Le développement de Taylor de rj(ξ) est
noté

rj(ξ) = Rj + rj1(ξ) + rj2(ξ) + · · · .

La valeur propre µj(ξ) de (In + A(ur,l; ξ))(σ − Ad(ur,l))−1 qui lui est associée a
pour développement

µj(ξ) =
1

σ − λj
+mj1(ξ) +mj2(ξ) + · · · ,

où Ad(ur,l)Rj = λjRj . Rappelons que l’état pris en compte est ul si j < p, mais
ur si j > p. Nous faisons l’hypothèse suivante, qui est vérifiée en pratique:

(H3) les vecteurs R1(ul), . . . , Rp−1(ul), Rp+1(ur), . . . , Rn(ur) forment une
famille libre.

En particulier, le fait que D0 soit nul pour s = 0 montre que [u] se décompose
sous la forme

[u] =
∑
j 6=p

βjRj .

Bien entendu, D0(0) = ∆ comme indiqué précédemment. On obtient au rang
suivant

D1(ξ; 0) = |r11(ξ), R2, . . . , Rn|+ · · ·+ |R1, . . . , [f(u; ξ)], . . . , Rn|
+ · · ·+ |R1, . . . , Rn−1, rn1(ξ)|.

Dans le j-ième déterminant, pour j 6= p, le p-ième vecteur est [u] et peut être
remplacé par βjRj . On peut alors permuter les deux vecteurs rj1 et βjRj , pour se
ramener à un déterminant où le k-ième vecteur est Rk, pour tout k 6= p, tandis que
le p-ième devient −βjrj1(ξ). Par linéarité du déterminant, on obtient la formule

Théorème 3.3. On a

D1(ξ, 0) = det(R1(ul), . . . , Rp−1(ul),

[f(u; ξ)]−
∑
j 6=p

βjrj1(ξ), Rp+1(ur), . . . , Rn(ur)),

où les coefficients βj sont donnés par la décomposition

[u] =
∑
j<p

βjRj(ul) +
∑
j>p

βjRj(ur).

Remarque. La construction du choc (ul, ur;σ), comme l’hypothèse ∆s=0 = 0, ne
font intervenir que la dernière composante fd du flux. En gardant fixé fd, les
vecteurs Rk, [u] et donc les coefficients βj , restent fixes. En revanche, l’expression
obtenue pour D1(·, 0) fait clairement intervenir les autres composantes du flux,
d’une part par leur jet d’ordre zéro (via [f(u; ξ)]), d’autre part par leur jet d’ordre
un (via les rj1). En faisant varier les fα pour α < d, on voit que l’hypothèse (H1)
est générique.
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3.4. Explicitation de D2. Poursuivant l’identification des puissances de ξ, nous
obtenons D2(ξ, 0) = Σ1 + Σ2 + Σ3, où

Σ1 =
j,k 6=p∑
j<k

|R1, . . . , rj1(ξ), . . . , rk1(ξ), . . . , Rn|,

Σ2 =
∑
j 6=p
|R1, . . . , rj2(ξ), . . . , Rn|,

Σ3 =
∑
j 6=p
|R1, . . . , rj1(ξ), . . . , [f(u; ξ)], . . . , Rn|.

Dans Σ1 et Σ2, le p-ième vecteur de chaque déterminant est [u]. En fait, les points
désignent toujours les vecteurs Rm ou [u], suivant que la position du vecteur est
m 6= p ou bien m = p. Dans Σ1, on peut remplacer [u] par βjRj + βkRk dans le
déterminant d’indice (j, k):

Σ1 =
j,k 6=p∑
j<k

|R1, . . . , rj1(ξ), . . . , βjRj + βkRk, . . . , rk1(ξ), . . . , Rn|

= −
j,k 6=p∑
j 6=k
|R1, . . . , rj1(ξ), . . . , βkrk1(ξ), . . . , Rn|,

où le terme βkrk1 est en p-ième position. Ainsi,

Σ1 + Σ3 =
∑
j 6=p

∣∣∣∣∣∣R1, . . . , rj1(ξ), . . . , [f(u; ξ)]−
∑
k 6=p

βkrk1(ξ), . . . , Rn

∣∣∣∣∣∣ .
D’après la proposition 3.3, il existe des formes linéaires sur le noyau N de D1(·; 0),
qu’on note ξ 7→ γj(ξ), telles que

[f(u; ξ)]−
∑
j 6=p

βjrj1(ξ) =
∑
j 6=p

γj(ξ)Rj , ∀ξ ∈ N.(3.4)

Finalement, pour ξ ∈ N ,

Σ1 + Σ3 =
∑
j 6=p
|R1, . . . , rj1(ξ), . . . , γj(ξ)Rj , . . . , Rn|

= −

∣∣∣∣∣∣R1, . . . , Rp−1,
∑
j 6=p

γj(ξ)rj1(ξ), Rp+1, . . . , Rn

∣∣∣∣∣∣ .
Par ailleurs, [u] peut être remplacé par βjRj dans le déterminant d’indice j de Σ2.
On obtient ainsi

Σ2 = −

∣∣∣∣∣∣R1, . . . , Rp−1,
∑
j 6=p

βjrj2(ξ), Rp+1, . . . , Rn

∣∣∣∣∣∣ .
En définitive:

Théorème 3.4. Pour tout ξ ∈ N , on a

D2(ξ; 0) = −

∣∣∣∣∣∣R1, . . . , Rp−1,
∑
j 6=p

(βjrj2(ξ) + γj(ξ)rj1(ξ)), Rp+1, . . . , Rn

∣∣∣∣∣∣ ,
où les formes linéaires γj sont définies par (3.4).
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3.5. Cas n = 2. Lorsque le système ne comporte que deux équations, les calculs se
simplifient un peu. Sans perte de généralité, on peut supposer que p = 2, de sorte
que [u] est colinéaire à R1 par hypothèse. Comme [u] 6= 0, on peut choisir R1 = [u],
c’est-à-dire β1 = 1. On a alors

D1(ξ; 0) = det(R1, [f(u; ξ)]− r11(ξ)).

Puis, sur N ,

[f(u; ξ)] = r11(ξ) + γ(ξ)R1

et finalement

D2(ξ; 0) = − det(R1, r12(ξ) + γ(ξ)r11(ξ)).

Comme L1 · r11(ξ) = L1 · r12(ξ) = 0, on voit que r11(ξ) = ρ1(ξ)R2 et r12(ξ) =
ρ2(ξ)R2, où ρ1 est une forme linéaire et ρ2 une forme quadratique. De plus, lorsque
L2(ul)A(ξ)R1(ul) est nul, R1 est vecteur propre de la matrice

(In +A(ul; ξ))(σ −Ad(ul))−1,

de sorte que r1(ξ) = R1. En particulier, r11(ξ) = r12(ξ) = 0 et de même D2(ξ; 0) =
0 si de plus ξ ∈ N . On en déduit qu’il existe une forme linéaire ρ telle que D2(ξ; 0) =
ρ(ξ)L2(ul)A(ξ)R1(ul) pour tout ξ ∈ N . En résumé, la restriction de D2(·; 0) à N est
de rang 0, 1 ou 2, selon que la forme linéaire ρ, restreinte à N , est nulle, colinéaire à
L2A(·)R1 ou indépendante de celle-ci. A nouveau, comme ces deux formes linéaires
dépendent du jet de f à des ordres différents, la règle générale est que le rang de
D2(·; 0) est égal à min(d−2, 2). Pour d ≥ 4, D2(·; 0) est donc généralement de rang
deux, produit de deux formes linéaires indépendantes sur N . Sa signature est alors
(1, d− 4, 1): D2 prend toutes les valeurs réelles sur N et la proposition 3.4 assure
que tous les chocs (ul, ur(s)) sont fortement instables pour s petit.

Pour des systèmes de plus grande taille, une analyse similaire montre que le
rang de D2(·; 0) est majoré par 2(n − 1). Cependant, lorsque le système contient
l’analogue d’un champ de vitesse, on a n ≥ d (et même n > d), de sorte que cette
majoration est sans intérêt.

4. Exemples et contre-exemples

Nous examinons dans cette partie la condition (1.3) pour un choc de Lax, ainsi
que l’hypothèse (3.1). Puisque ∆ ne dépend que du flux fd, nous pouvons restrein-
dre notre analyse au cas de systèmes en une seule variable d’espace.

4.1. Lien avec le problème de Riemann. Un choc de Lax satisfaisant la con-
dition ∆ 6= 0 est dit linéairement stable par certains auteurs (voir par exemple
Freistühler [11]) pour la raison suivante. Lorsqu’un p-choc de Lax (ul, ur; s) est
donné, on souhaite pouvoir résoudre le problème de Riemann de manière unique
et continue par rapport aux données (u−, u+), lorsque celles-ci sont voisines de
(ul, ur). Suivant la stratégie de Lax [19], le problème de Riemann sera composée de
n ondes simples (contacts, chocs, détentes), une pour chaque champ caractéristique.
La p-ième onde sera proche du ul 7→ ur, tandis que les n − 1 autres ondes seront
de petite amplitude. Muni de cet ansatz, la construction de la solution revient
à la résolution d’une équation implicite N(~ε;u−, u+) = 0 dans Rn, pour laquelle
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N(~0;ul, ur) = 0. Il existe une solution locale unique à ce problème dès que la
différentielle d~εN(~0;ul, ur) est inversible, ce qui s’écrit bien

det(r1(ul), . . . , rp−1(ul), [u], rp+1(ur), . . . , rn(ur)) 6= 0.

En résumé, les chocs qui nous intéressent ici sont ceux au voisinage desquels la
résolution du problème de Riemann est complexe, voire impossible.

4.2. Systèmes 2× 2 symétriques. Nous cherchons maintenant des chocs de Lax
de petite amplitude et qui satisfont (1.3) et (3.1). Compte tenu de la description
faite par Lax et Liu [19, 21] des courbes d’onde, nous devons supposer qu’au moins
deux valeurs propres du système ut + f(u)x = 0 se croisent en un point donné,
disons à l’origine. Mais nous allons voir que cette hypothèse est insuffisante.

Pour simplifier, nous nous plaçons dans le cas n = 2. On a donc λ1(u) ≤ λ2(u)
partout et λ1(0) = λ2(0). Par une translation galiléenne, on peut imposer λj(0) =
0.

Deux attitudes sont possibles. La première consiste à dire qu’une matrice 2× 2
nilpotente est génériquement semblable à un bloc de Jordan(

0 1
0 0

)
.

L’hyperbolicité est alors perdue en u = 0. Nous ne considérerons pas ce cas, parce
qu’il est incompatible avec la présence d’une entropie convexe.

Lorsque le système admet une entropie E(u), avec D2E > 0, il est symétrisable
(voir [16]) et la matrice df(u) est automatiquement diagonalisable. En partic-
ulier, df(0) = 02. Au moyen d’un changement de variable affine, on peut imposer
D2E(0) = I2. Utilisant la symétrie de D2Edf en tout point, différenciant, on
obtient

∂2fj
∂uk∂ul

(0) =
∂2fk
∂uj∂ul

(0).

En d’autres termes, il existe une forme cubique M , telle que f(u) = 1
2dM(u) +

O(|u|3). Notant aussi A(u) la matrice de la forme quadratique d2M , qui dépend
de u linéairement, on a f(u) = 1

2A(u)u + O(|u|3). En fait, A(u)v = A(v)u et
df(u) = A(u) +O(|u|2).

L’étude locale consiste à supposer dans un premier temps que le flux est exacte-
ment quadratique2. Alors A(u) = u1A

1 + u2A
2, où

A1 =
(
a b
b c

)
, A2 =

(
b c
c d

)
.

Nous faisons l’hypothèse générique

b(b− d) + c(c− a) 6= 0,(4.1)

qui exprime que λ1(u) < λ2(u) pour tout u 6= 0, ou encore que A1 et A2 ne
commuttent pas.

Comme df(u) est symétrique, elle admet une base orthonormée de vecteurs pro-
pres, qui dépend continûment de u lorsque u reste dans un domaine simplement
connexe. En fait:

2De tels systèmes ont été étudiès dans [13, 14, 25]
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Lemme 4.1. Lorsque u parcourt un cercle autour de l’origine, la base propre B(u)
subit un demi-tour. En particulier, il n’existe pas de choix continu de B(u) dans
R2 \ {0}.

Démonstration. Soit e(u) un vecteur propre unitaire de A(u), dépendant con-
tinûment de u dans un cône ouvert simplement connexe de R2\{0}. Nous désignons
par µ(u) la valeur propre. D’après (4.1), e(u) ne peut pas être simultanément
vecteur propre de A1 et A2. Comme

(A(u)− µ)
∂e

∂uj
=
(
∂µ

∂uj
−Aj

)
e,

il s’ensuit que due n’est pas nul. Mais comme (u1∂1 + u2∂2)e ≡ 0, cela signifie que
(u2∂1 − u1∂2)e ne s’annule pas. Autrement dit, la base B(u) tourne toujours dans
le même sens lorsque u parcourt le cercle unité dans le sens trigonométrique.

Cependant, B(u) contient un vecteur (±1, 0)t chaque fois que bu1 + cu2 = 0,
c’est-à-dire deux fois par tour exactement. Il s’agit une fois du premier vecteur de
B(u) et une fois du second. La base B(u) fait donc un demi-tour lorsque u parcourt
S1.

Nous cherchons maintenant un 2-choc (ul, ur; s) qui satisfasse (1.3). On note
u = ul, e = r1(ul) (unitaire) et on cherche donc ur sous la forme u + ρe pour
ρ ∈ R∗. Ecrivons la condition de Rankine-Hugoniot, en notant que f(u) = dM(u) =
1
2A(u)u:

1
2
A(u + ρe)(u+ ρe)− 1

2
A(u)u = sρe,

tandis que A(u)e = µ1e. Puisque ρ 6= 0, il vient

A(u)e+A(e)u + ρA(e)e = 2se.

Cependant, A(v)w = A(w)v, de sorte qu’il reste

A(e)e = 2
s− µ1

ρ
e.

Cependant, e ne peut être simultanément vecteur propre de A(u) et de A(e) que
si u et e sont colinéaires. On a donc u = (u · e)e et donc

µ1 = 2(u · e)s− µ1

ρ
.

Le fait que A(e)e soit colinéaire à e s’écrit encore Q(e1, e2) = 0, où Q est une
forme cubique non triviale. On trouve ainsi une ou trois directions possibles pour
les vecteurs e et u, selon le signe du discriminant de Q. On a par exemple trois
directions si (a, b, c, d) = (−1, 0, 1, 0), mais une seule si (a, b, c, d) = (3, 0, 1, 0).

Lorsque Q(e) = 0 et e ∈ S1, il existe un réel α tel que A(e)e = αe. L’autre valeur
propre de A(e) est notée β. Pour un vecteur u = re, avec r > 0, on a λ1(u) = rα et
λ2(u) = rβ, la base propre étant {e, e⊥}. De plus, le triplet (u, u + ρe; s) satisfait
la condition de Rankine-Hugoniot dès que

s = α(r + ρ/2).

Les valeurs propres de A(ur) sont α(r + ρ) et β(r + ρ), les vecteurs propres étant
encore e et e⊥. La condition de Lax s’écrit

s > α(r + ρ), β(r + ρ), λ1(ul) < s < λ2(ul).
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Cependant s = α(r + ρ/2) est strictement compris entre αr et α(r + ρ), de sorte
que s < αr. Ainsi, αr = λ2(ul), c’est-à-dire que e = r2(ul), ce qui est absurde.

En conclusion:

Théorème 4.2. Pour un système 2 × 2 de lois de conservation admettant une
entropie strictement convexe, dont les deux valeurs propres se croisent à l’origine,
avec la condition générique (4.1), aucun des chocs de Lax de petite amplitude ne
satisfait (1.3).

Ce résultat, qui s’étend sans doute aux systèmes n×n dont deux valeurs propres
se croisent, montre que l’existence de chocs de Lax de petite amplitude nécessite
ou bien la dégénerescence b(b − d) + c(c − a) = 0 (qui peut être causée par une
symétrie), ou bien le croisement de trois valeurs propres au moins.

On peut étendre l’étude ci-dessus aux autres systèmes de la forme ∂tu+∂xf(u) =
0, avec fj(u) := ∂M/∂uj, u 7→ M(u) étant une forme cubique. La proposition
4.2 s’étend aux p-chocs de Lax avec p = 1 ou p = n (les chocs extrèmes). Ces
systèmes décrivent le croisement générique de n valeurs propres en un même point,
lorsqu’un système de lois de conservation admet une entropie fortement convexe.
Par exemple, lorsque n = 3, seul un 2-choc de Lax peut satisfaire (1.3). Ce sera le
cas au paragraphe suivant.

4.3. Magnétohydrodynamique. Nous considérons maintenant le système de la
magnétohydrodynamique (MHD). Nous notons ρ la densité de masse, ~v le champ
de vitesse du fluide, ~z := ρ~v la quantité de mouvement, ~B le champ magnétique,
E l’énergie mécanique et ~e3 le vecteur unitaire dans la direction de l’onde de choc.
La pression est donnée par une loi d’état p(ρ, ε), où ε = E − | ~B|2/2 − |z|2/2ρ. Le
système, quand on se limite aux ondes qui se propagent dans la direction ~e3, s’écrit
∂tu+ ∂xf(u) = 0, avec

u =


ρ
~z
~B
E

 , f(u) =


z3

v3~z + (p+ | ~B|2/2)~e−B3
~B

v3
~B −B3~v

v3(E + p+ 1
2 | ~B|2)−B3~v · ~B

 .

Comme ∂tB3 = 0, on peut considérer le cas où B3 est constant et éliminer cette
équation. On a alors sept équations (n = 7) à sept inconnues ρ,~v,~b := (B1, B2), s,
où s est l’entropie.

Les vitesses de propagation sont λ1,7 = v3±cf , λ2,6 = v3±cA (cA := ρ−1/2|B3|),
λ3,5 = v3 ± cs et λ4 = v3. Les vitesses des ondes lentes (cs) et rapides (cf ) sont les
racines du trinôme

(X2 − c2)(X2 −B2
3/ρ) = X2|~b|2/ρ,

où c est la vitesse du son en l’absence de champ électromagnétique. Les racines
satisfont cs ≤ cA ≤ cf . Le seul cas où trois valeurs propres cöıncident est (à
symétrie près) celui où λ4 = λ5 = λ6, ce qui arrive lorsque ~b = 0 et c(ρ) =
cA. C’est au voisinage d’un tel état qu’on peut espérer trouver des chocs de Lax
longitudinalement instables.

La propriété d’évolution, pour la propagation des ondes de choc mono-dimen-
sionnelles, a été examinée par Akhiezer, Liubarskii, and Polovin [1]. Dans cet ar-
ticle, seul le nombre de caractéristiques sortantes est calculé, de sorte que seuls
les chocs de Lax et les discontinuités de contact peuvent être admis a priori.
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Mais comme le déterminant ∆ n’est pas calculé, cette analyse ne donne qu’une
condition nécessaire de stabilité 1-d. Cependant, la situation pour les “chocs
d’Alfvén” est complètement comprise. Tout d’abord, il existe des 2-chocs (et par
symétrie des 6-chocs), bien que les 2ème et 6ème champs caractéristiques soient
linéairement dégénérés. Pour ces chocs-là, le problème mixte linéarisé se découple
en deux sous-problèmes, l’un pour les linéarisés des composantes (v1, B1) (sans
perte de généralité, on peut supposer que Bl,r2 = 0), l’autre pour les linéarisés
de (ρ, s, v2, v3, B2). Mais l’un de ces sous-systèmes est sous-déterminé, tandis que
l’autre est sur-déterminé. En clair, il existe une relation de dépendance linéaire
entre certains des vecteurs R1(ul), [u], R2(ur), . . . , R7(ur), ce qui entraine ∆ = 0.
Ainsi, tous les 2− chocs (qu’on appelle aussi chocs “intermédiaires”), sont longitu-
dinalement instables. En particulier, la condition (3.1) n’est jamais satisfaite.

4.4. Un modèle réduit de la MHD. Nous examinons maintenant un modèle
simplifié, qui approche celui de la MHD au voisinage d’un point où trois valeurs
propres cöıncident.

Suivant Freistühler [10], nous restreignons notre étude à celle d’un système à flux
quadratique ut + (A(u)u)x = 0 dont E(u) = |u|2 est une entropie, qui représente
l’évolution des trois modes associés aux valeurs propres qui se croisent. On a donc
A(u)u = duM , pour une forme cubique. Il est raisonnable d’imposer au système
réduit la symétrieO2(R), car le système de départ possède cette symétrie, et l’espace
propre associé à la valeur propre triple la possède aussi. On décompose donc u =
(v, w), avec v ∈ R et w ∈ R2. La symétrie signifie que M(v,Ow) = M(v, w), pour
tout O ∈ O2(R). Autrement dit, M(u) = M̃(v, |w|). Comme M est cubique, il
vient M(u) = 1

6v(ρv2 + 3|w|2). Le système correspondant est

∂tv +
1
2
∂x(ρv2 + |w|2) = 0, ∂tw + ∂x(vw) = 0.(4.2)

Notons que ce système est un peu plus général que celui considéré dans [10], où ρ est
pris égal à 1. Dans ce cas particulier, le système se découple en deux équations de
Burgers et une équation de transport. Dans le cas général, l’équation de transport
persiste. Les valeurs propres sont v et les deux racines de P (λ) := (λ−v)(λ−ρv)−
|w|2. Puisque P (v) = −|w|2 ≤ 0, on a

λ2(u) = v, λ1(u) ≤ min{v, ρv} ≤ max{v, ρv} ≤ λ3(u).

Les trois vitesses de propagation ne cöıncident qu’en u = 0, mais v est valeur propre
double lorsque w = 0.

D’après le paragraphe précédent, on cherche des 2-chocs de Lax (ur, ul; s), qui
satisfont donc λ1(ur,l), λ2(ur) < s < λ3(ur,l), λ2(ul). De plus, on désire que
det(R1(ul), [u], R3(ur)) soit nul, avec la condition générique Rl1 ∧Rr3 6= 0.

Ecrivons la condition de Rankine-Hugoniot:

1
2

[ρv2 + |w|2] = s[v], [vw] = s[w],

en particulier [(v − s)w] = 0. D’après la condition de Lax (vr < s < vl), on en
déduit que wr et wl sont parallèles. Ainsi les vecteurs propres

R2(ur,l) =

 0
w2

−w1





ONDES DE CHOC MULTI-D 5089

sont parallèles. Comme les bases propres sont orthogonales (car les matrices df(u)
sont symétriques), on en déduit que Rl2 est orthogonal à Rl1 et à Rr3. Finalement,
la condition (1.3) équivaut à

Rl2 · [u] = 0,(4.3)

ce qui est trivial puisque wl ∧wr = 0.
Ainsi, tout revient à trouver un choc sur-compressif du système 2× 2 suivant

∂tv +
1
2
∂x(ρv2 + z2) = 0, ∂tz + ∂x(vz) = 0,(4.4)

pour lequel on ait en plus

vr < s < vl.(4.5)

Voici comment on procède. La seconde condition de Rankine-Hugoniot implique
que zl et zr sont de signes opposés. Eliminant entre les deux conditions, on obtient{

(s− v̄)(zl)2 = (s− ρv̄)(vr − s)2,

(s− v̄)(zr)2 = (s− ρv̄)(vl − s)2,

où on a noté

v̄ :=
vr + vl

2
.

Il faut donc trouver vr, vl, s de sorte que d’une part vr < s < vl et d’autre part
(s− v̄)(s− ρv̄) > 0. Pour cela, on se donne un couple vr < vl. Comme v̄ ∈ ]vr, vl[ ,
l’intersection J de ]vr, vl[ avec le complémentaire de l’intervalle d’extrémités v̄ et
ρv̄ est non vide. Pour s dans J , on définit

zl = ±(vr − s)
√
s− ρv̄
s− v̄ , zr = ±(vl − s)

√
s− ρv̄
s− v̄ ,(4.6)

qui sont bien de signes opposés. On pose enfin wl,r := zl,rq, où q est un vecteur
unitaire arbitraire. Le triplet (ul, ur; s) satisfait la condition de Rankine-Hugoniot
pour (4.2), ainsi que (1.3) et λ2(ur) < s < λ2(ul). Il reste à vérifier que λ1(ul) <
s < λ3(ur).

Comme on a déjà λ3(ul) > s, la condition λ1(ul) < s équivaut à (s−vl)(s−ρvl) <
(zl)2, c’est-à-dire à

(s− vl)(s− ρvl) < s− ρv̄
s− v̄ (s− vr)2.

De même, λ3(ur) > s équivaut à

(s− vr)(s− ρvr) < s− ρv̄
s− v̄ (s− vl)2.

Lorsque ρ 6= 1, ces deux inégalités sont évidemment satisfaites lorsque s tend vers
v̄ en restant dans J , puisqu’alors les seconds membres tendent vers +∞ tandis que
les premiers membres ont des limites finies.

Théorème 4.3. On suppose que ρ 6= 1. Soit vr, vl ∈ R, avec vr < vl. Soit v̄ =
(vr + vl)/2 et J le complémentaire dans ]vr, vl[ de l’intervalle (fermé) d’éxtrémités
v̄ et ρv̄: J contient un intervalle d’extrémité v̄. Pour tout s dans J , suffisamment
proche de v̄, et pour tout q ∈ S1, le triplet ((vl, zlq), (vr, zrq); s) est un 2-choc de
Lax du système (4.2), qui satisfait (1.3).
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Comme pour le système de la MHD, la condition (3.1) n’est pas satisfaite parce
que (1.3) l’est identiquement. Notons que le cas ρ = 1, envisagé dans [11], pour
lequel le système (4.2) se découple, ne marche pas: aucun 2-choc de Lax ne satisfait
(1.3).

4.5. La dynamique des gaz. Nous considérons maintenant un gaz, décrit par
les équations d’Euler. Dans un premier temps, nous étudions le cas isentropique,
dont les inconnues sont la densité ρ et la vitesse longitudinale z du fluide. Nous ne
tenons pas compte des composantes transversales de celle-ci, car le système complet
pour les ondes planes se découple, et les ondes associées aux discontinuités de la
vitesse transversale sont des contacts et non des chocs. Nous avons donc

u =
(

ρ
z = ρv

)
, f(u) =

(
z

ρv2 + p(ρ)

)
.

Nous supposons que p′(ρ) > 0 (hyperbolicité). La matrice Jacobienne df(u) vaut(
0 1

c2 − v2 2v

)
,

où c =
√
p′ désigne la vitesse du son. Les valeurs propres sont λ± = v ± c(ρ) et

les vecteurs propres associés sont R± = (1, λ±)T . Pour un choc, la condition de
Rankine-Hugoniot indique [z] = σ[ρ], de sorte que [u] = [ρ](1, σ)T . Finalement,
det([u], R±) = [ρ](λ± − σ) n’est nul pour aucun choc de Lax. Il n’y a donc pas de
choc longitudinalement instable.

Remarque. Majda [22, 23] montre que les chocs d’un gaz isentropique sont toujours
linéairement stables, fortement ou faiblement selon la valeur du nombre de Mach.
Le fait que (3.1) n’ait jamais lieu pour un tel gaz confirme le rôle que cette condition
joue dans la transition vers l’instabilité.

Nous passons au cas d’un fluide réel, pour lequel les équations d’Euler tiennent
compte de la conservation de l’énergie. Nous avons

u =

 ρ
z
ε

 , f(u) =

 z
ρv2 + p(ρ, e)

(ε+ p)v

 ,

où e désigne l’énergie interne par unité de masse et ε = ρv2/2 + ρe. La vitesse du
son est maintenant c =

√
pρ + ρ−2ppe et les valeurs propres de df(u) valent

λ1 = v − c =: λ−, λ2 = v, λ3 = v + c =: λ+.

Le calcul des df est assez lourd et les λj ont en fait été calculées en mettant le
système sous forme non conservative Ut + M(U)Ux = 0, avec U = (ρ, v, e)T . Les
vecteurs propres à droite pour M(U) sont sans intérêt car il ne sont pas propres
pour df(u). En revanche, les vecteurs propres à gauche, disons Gj(U), définissent
des formes différentielles lj = Gj(U) · dU et celles-ci sont intrinsèques, c’est-à-dire
qu’on a aussi lj = Lj(u) · du. On trouve donc aisément les vecteurs Lj au moyen
de M(U):

l± = ±ρcdv + dp,

avec les formules

ρdv = dz − vdρ, dp =
(
pρ +

1
ρ
pe

(
1
2
v2 − e

))
dρ− v

ρ
pedz +

1
ρ
pedε.
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Au moyen d’une transformation galiléenne, on peut toujours se ramener au cas
d’un choc stationnaire (σ = 0). De plus, quitte à faire une réflexion, un choc de
Lax peut être choisi avec p = 3. Ces transformations n’affectent pas la stabilité ou
l’instabilité du choc. Les conditions de Rankine-Hugoniot et de Lax s’écrivent alors{

[z] = 0, [zv + p] = 0, [(ε+ p)v] = 0,
ul < −cl, −cr < ur < 0.

Notant m = zl = zr < 0, il vient{
m2[1/ρ] + [p] = 0, m2

2 [ρ−2] + [e+ p/ρ] = 0,
−ρrcr < m < −ρlcl.

Choisissant une solution (ρl, ρr, el, er) de l’équation

[e] + 〈p〉[1/ρ] = 0, 〈p〉 :=
pl + pr

2
,(4.7)

on construit une discontinuité stationnaire (ul, ur;σ = 0) en posant

m := −
(
− [p]

[1/ρ]

)−1/2

,

puis en posant zl = zr = m. Les conditions de Rankine-Hugoniot sont ainsi
satisfaites, et m < 0. En pratique, on demande que la discontinuité soit une onde
de compression, à savoir

[p] < 0, [ρ] < 0.(4.8)

Ecrire (1.3), c’est-à-dire det(R−(ul), R0(ul), [u]) = 0, revient à écrire L+(ul) ·
[u] = 0, d’où l’intérêt du calcul de la forme différentielle quelques lignes plus haut.
Nous obtenons ainsi la condition équivalente:(

pρ +
1
ρ
pe

(
m2

2ρ2
− e
)
− mc

ρ

)
[ρ] +

1
ρ

[
m2

2ρ
+ ρe

]
= 0.

Dans cette égalité, ainsi que dans les calculs qui suivent, nous notons ρ, e, p pour
ρl, el, pl. La condition se simplifie en observant que [ρe]− e[ρ] = ρr[e], tandis que

1
ρ2

[ρ] + [1/ρ] =
1

ρ2ρr
[ρ]2 = −1

ρ
[ρ][1/ρ].

Nous obtenons donc(
pρ −

m2

2ρ2
pe[1/ρ]− mc

ρ

)
[ρ] +

ρr

ρ
pe[e] = 0,

qui se simplifie au moyen de (4.7) en(
pρ −

1
2ρ2

[p]pe −
mc

ρ

)
[ρ] = − 1

ρ2
pe〈p〉[ρ].

Puis, comme [ρ] 6= 0, il reste

pρ +
1
ρ2
prpe =

mc

ρ
,

c’est-à-dire

c2 +
1
ρ2

[p]pe =
mc

ρ
.
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Suivant Majda, nous notons alors M = |v|/c = −v/c = −m/ρc le nombre de Mach
en aval. Utilisant [p] = −m2[1/ρ], notre équation se ramène à

pe[1/ρ]M2 −M − 1 = 0,(4.9)

qui est donc la condition pour qu’un 3-choc soit longitudinalement instable.

Remarques. - L’égalité (4.9) correspond à la transition trouvée par Majda (voir
[23], page 150, ou [22], page 44) entre les chocs faiblement stables et ceux qui
sont fortement instables. Cette instabilité apparâıt même en dimension deux, en
raison de l’invariance des équations d’Euler sous l’action de Od(R). On voit sur cet
exemple l’intérêt de cette nouvelle approche: il est bien plus simple et rapide de
travailler sur le système mono-dimensionel que sur le système complet, pour trouver
la transition vers l’instabilité forte.

- Lorsque la loi d’état est p = (γ − 1)ρe, γ > 1 étant une constante, la condition
de Lax implique que le choc est bien compressif, tandis que la condition de Rankine-
Hugoniot assure

1 <
ρl

ρr
<
γ + 1
γ − 1

, 0 <
pr

pl
< 1.

On obtient alors

pe[1/ρ]M2 =
γ − 1
γ

(
1− pr

pl

)
∈ ]0, 1− 1/γ[ .

Finalement,

pe[1/ρ]M2 −M − 1 < − 1
γ
−M < 0,

de sorte que tout choc de Lax est longitudinalement stable. A nouveau, ce résultat
concorde avec celui de Majda, qui montre que tous les chocs de Lax d’un gaz parfait
sont uniformément stables.
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